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p.1 複數四則
題　設 、 ，求 、 、 、 。
解： 、 （讀係數）； ；

 （ ）

①
z ​ =1 8 + 3i z ​ =2 9 − 2i Re(z ​)1 Im(z ​)1 z ​ +1 z ​2 z ​z ​1 2

Re z ​ =1 8 Im z ​ =1 3 z ​ +1 z ​ =2 (8 + 9) + (3 − 2)i = 17 + i z ​z ​ =1 2 72 − 16i +
27i − 6i =2 72 + 11i + 6 = 78 + 11i −6i =2 +6

p.1 複數除法
題　設 、 ，求 。

解：上下同乘共軛  ⇒  

②
z ​ =1 8 + 3i z ​ =2 9 − 2i ​

z ​2

z ​1

9 + 2i ​ =
9 + 22 2

(8 + 3i)(9 + 2i)
​

85
72 − 6 + 16i + 27i

= ​ +
85
66

​i
85
43

p.1 共軛取虛部

題　設 、 ，用  求 。

解：  ⇒  ⇒  （實部互消，只留虛部）

③

z ​ =1 4 + 3i z ​ =2 2 + 5i Im(z ​) =1 ​(z ​ −
2i
1

1 ​)z̄1 Im(z ​)1

​ =z̄1 4 − 3i z ​ −1 ​ =z̄1 (4 + 3i) − (4 − 3i) = 6i Im z ​ =1 ​

2i
6i

= 3

p.2  化極式
題　設 ，求極式、 、主值  與一般角 。
解： ；第一象限且  ⇒  ⇒  
；一般角 

④ z = 1 + i

z = 1 + i ∣z∣ Arg z arg z
r = ​ =1 + 12 2

​2 tan θ = ​ =1
1 1 θ = ​4

π z = ​(cos ​ +2 4
π i sin ​)4

π = ​e2 iπ/4

Arg z = ​ +4
π 2nπ

p.3

題　求  的三個解，並在複數平面上畫出它們的位置。
解：  ⇒ 角度 （ ），半徑  ⇒ （三點把單
位圓三等分）

⑤ ​

3 1
​

3 1
1 = ei0 ​ =3

0+2kπ 0, ​, ​3
2π

3
4π k = 0, 1, 2 1 1,  − ​ +2

1
​i,  − ​ −2
​3

2
1

​i2
​3

p.3

題　求  的一般式，並說明 5 個解在複數平面上的位置。
解： ： 、  ⇒ 角度 ，  ⇒ （單位圓五等
分，正五邊形）。延伸：同一招可開 （ ）⇒ 角度  ⇒ 

⑥ ​

5 1
​

5 1
​

5 1 r = 1 θ = 0 ​5
0+2kπ k = 0, … , 4 e =i2kπ/5 cos ​ +5

2kπ i sin ​5
2kπ

​i i = eiπ/2
​ =2

π/4+2kπ
​, ​4

π
4

5π ±( ​
+2

​2
​
i)2
​2

p.4 ，
題　設 ，求 、 ，並求  時的 。
解： ； ；相加 。分離式：

、 ，代  得 、  ✓

⑦ w = z +2 3z z = 1 + 3i

w = f(z) = z +2 3z u(x, y) v(x, y) z = 1 + 3i f(z)

(1 + 3i) =2 1 + 6i + 9i =2 −8 + 6i 3(1 + 3i) = 3 + 9i = −5 + 15i u =

x −2 y +2 3x v = 2xy + 3y (x, y) = (1, 3) u = 1 − 9 + 3 = −5 v = 6 + 9 = 15

p.4 向量與長度

題　設 、 ，求  與 。

解： ；  

⑧

P (4, 0, 2) Q(6, −1, 2) ​PQ ∣ ​∣PQ

​ =PQ Q − P = (6 − 4,  −1 − 0,  2 − 2) = (2, −1, 0) ∣ ​∣ =PQ ​2 + (−1) + 02 2 2 = ​5

p.4 向量加法（分量）
題　設 、 ，求 。
解：對應位置相加  

⑨
=a [4, 0, 1] =b [2, 5, ​]3

1 +a b

= [4 + 2,  0 + 5,  1 + ​]3
1 = [6, 5, ​]3

4

p.4 向量加法（ ）
題　設 、 ，求 。
解：  寫法一樣是分量相加，看出  沒有  項（  分量為 0）⇒ 

；對照 ⑨（分量式）答案  完全相同

⑩ ​îĵk̂

=a 4 +î k̂ =b 2 −î 5 ​+ĵ ​3
1 k̂ +a b

( ​ )îĵk̂ a ​ĵ ​ĵ (4 + 2) +î (0 − 5) ​+ĵ (1 + ​)3
1 k̂

= 6 −î 5 ​+ĵ ​3
4 k̂ = [6, −5, ​]3

4

p.5 內積與夾角
題　設 、 ，求 、 、  與夾角 。

解： ； 、 ；

 ⇒ （負值＝鈍角）

⑪

=a [1, 2, 0] =b [3, −2, 1] ⋅a b ∣ ∣a ∣ ∣b θ

⋅a =b 1(3) + 2(−2) + 0(1) = 3 − 4 + 0 = −1 ∣ ∣ =a ​5 ∣ ∣ =b ​14 cos θ = ​ ≈
​70

−1

−0.1195 θ ≈ 96.9∘

p.5 外積
題　設 、 ，求  及其長度（＝兩向量張出的平行四邊形面積）。
解：  ，面積

⑫

=a [1, 1, 0] =b [3, 0, 0] ×a b

×a =b (1 ⋅î 0 − 0 ⋅ 0) − ​(1 ⋅ĵ 0 − 0 ⋅ 3) + (1 ⋅k̂ 0 − 1 ⋅ 3) = 0 −î 0 ​−ĵ 3k̂ = (0, 0, −3)
∣ ×a ∣ =b 3

p.7 方向導數
題　設 ，在點 、沿方向 ，求方向導數 。

解：  ⇒ ；  ⇒ 

 （負值＝往這個方向走，函數值是下降的）

⑬

f(x, y, z) = 2x +2 3y +2 z2 P (2, 1, 3) =a [1, 0, −2] D ​fa

∇f = [4x, 6y, 2z] ∇f(P ) = (8, 6, 6) ∣ ∣ =a ​ =1 + 0 + 4 ​5 D ​f =a ​ ⋅
​5

[1, 0, −2]

[8, 6, 6] = ​

​5

8 + 0 − 12
= − ​ ≈

​5

4
−1.789

p.7 錐面單位法向量
題　求迴轉錐面  在點  的單位法向量 。
解：移項 ；  ⇒ ；

 ⇒ 

⑭

z =2 4(x +2 y )2 P (1, 0, 2) n̂

f = 4(x +2 y ) −2 z =2 0 ∇f = [8x, 8y, −2z] ∇f(P ) = (8, 0, −4) ∣∇f(P )∣ =

​ =64 + 16 4 ​5 =n̂ ± ​, 0, − ​[
​5

2
​5

1 ]

p.9 旋度
題　設向量函數 ，求 。

解：   

（  那一項來自 ）

⑮

=v [yz,  3zx,  z] = yz +î 3zx ​+ĵ z k̂ curl =v ∇ × v

∇ × =v ( ​ −î ∂y
∂v ​3

​) +∂z
∂v ​2

​( ​ −ĵ ∂z
∂v ​1

​) +∂x
∂v ​3 ( ​ −k̂ ∂x

∂v ​2
​)∂y

∂v ​1 = (0 − 3x) +î (y − 0) ​+ĵ (3z − z)k̂ =

[−3x,  y,  2z] y ​ =∂z
∂(yz)

y

p.10 保守場線積分
題　設 、 （ ）；取 、 。若有一路徑

、 ，求 。

解（硬算）： 、  ⇒ 內積  ⇒  
。解（位勢）：端點  ⇒  ✓

⑯

=F [2x, 2y, 4z] f = x +2 y +2 2z2 =F ∇f A(1, 1, 1) B(0, 0, 0)

C : (t) =r [t, t, t] 0 ≤ t ≤ 2 ​ ⋅∫
C

F dr

( (t)) =F r [2t, 2t, 4t] =r′ [1, 1, 1] = 2t + 2t + 4t = 8t ​ 8t dt =∫0
2 4t ​ ​

2
0
2

=
16 (0, 0, 0) → (2, 2, 2) f(2, 2, 2) − f(0, 0, 0) = (4 + 4 + 8) − 0 = 16

p.10 非保守場線積分
題　設 ；  為單位圓上由  逆時針走到  的第一象限弧（ 、

、 ），求 。

解：  ⇒ 、  ⇒ 內積 

 ⇒  

⑰

=F [−y, −xy] C (1, 0) (0, 1) x = cos t y =

sin t 0 ≤ t ≤ 2
π

​ ⋅∫
C

F dr

x = cos t,  y = sin t,  0 ≤ t ≤ ​2
π ( ) =F r [− sin t,  − cos t sin t] =r′ [− sin t,  cos t] =

sin t −2 cos t sin t2
​ sin t dt −∫0

π/2 2
​ cos t sin t dt =∫0

π/2 2
​ −4

π − ​ ​[ 3
cos t3

]
0

π/2
= ​ −4

π
​ ≈3

1 0.4521

p.11 格林定理

題　設 、 、 （逆時針）。用格林定理驗證 

（兩邊都算）。

解（格林）： 、  ⇒ 差  ⇒ （圓面積 ） 。解（參
數化）： 、  ⇒ 

 ✓

⑱

F ​ =1 y −2 7y F ​ =2 2xy + 2x C : x +2 y =2 1 ​ ( ​ −∬
R ∂x

∂F ​2

​)dx dy =
∂y

∂F ​1
​(F ​dx +∮

C

1 F ​dy)2

​ =∂x
∂F ​2 2y + 2 ​ =∂y

∂F ​1 2y − 7 = 9 ​ 9 dA =∬
R

9× π = 9π

F =1 sin t −2 7 sin t F ​ =2 2 cos t sin t + 2 cos t (F ​x +∮ 1
′ F ​y )dt =2

′
​(− sin t +∫0

2π 3

7 sin t +2 2 cos t sin t +2 2 cos t)dt =2 0 + 7π + 0 + 2π = 9π

p.13 推導：Laplacian 的面積分＝法向導數線積分

題　設  有二階連續偏導、  是區域  的邊界、  為弧長，法向導數 。證明

。

解：要讓  ⇒ 取 、  ⇒ 套格林 

 ⇒ 寫成弧長參數  （ ）

⑲

f C R s ​ =
∂n
∂f

(grad f) ⋅ n̂

​ ∇ f dA =∬
R

2
​ ​ds∮

C ∂n
∂f

​ −∂x
∂F ​2

​ =∂y
∂F ​1 f ​ +xx f ​yy F ​ =2 f ​x F ​ =1 −f ​y ∇ f dA =∬ 2 (−f ​dx +∮ y

f ​dy)x = −f ​ ​ + f ​ ​ ds =∮ ( y ds
dx

x ds
dy) ∇f ⋅∮ dsn̂ = ​ds∮ ∂n

∂f =n̂ ( ​, − ​)ds
dy

ds
dx

p.14 高斯散度定理
題　設 ，  是半徑 、高  的圓柱（ 、 ）。用散度定理求

通量 。

解： ；換柱座標 、

⇒  

⑳

=F [x ,x y,x z]3 2 2 T a h 0 ≤ z ≤ h x +2 y =2 a2

​ ⋅∬
S

F dA =n̂ ​ div dV∭
T

F

∇ ⋅ =F ​ +∂x
∂x3

​ +∂y
∂(x y)2

​ =∂z
∂(x z)2

3x +2 x +2 x =2 5x2 x = ρ cosφ dV = ρ dρ dφ dz

5ρ cos φ ⋅∭ 2 2 ρ dρ dφ dz = 5 ​dz ​cos φdφ ​ρ dρ =(∫0
h

) (∫0
2π 2 ) (∫0

a 3 ) 5 ⋅ h ⋅ π ⋅ ​4
a

4

= ​4
5πa h

4

p.15 斯托克斯定理
題　設  為  且  的部分（一個碗形蓋）， 。用斯托克

斯定理驗證 。

左（邊界）：  ⇒ ；令  ⇒ 、
 ⇒  。右（曲面）： 、

 ⇒ ，其中 （對稱）⇒   ✓

㉑
S z = f(x, y) = 1 − (x +2 y )2 z ≥ 0 =F [y, z,x]

​(∇ ×∬
S

) ⋅F dA =n̂ ​ ⋅∮
C

F dr

z = 0 x +2 y =2 1 x = cos s,  y = sin s ( ) =F r [sin s, 0, cos s] =r′

[− sin s, cos s, 0] =∮ − ​sin s ds∫0
2π 2 = −π ∇ × =F (−1, −1, −1) ∇ϕ =

[2x, 2y, 1] (−2x −∬ 2y − 1)dxdy 2x dA =∬ 2y dA =∬ 0 − dA∬ = −π

p.16 寫成 
題　把方程組 、 、  寫成 ，並說出
未知數與方程式各有幾個。

解：第二式沒有  ⇒ 係數補 0 ⇒ 、 、 ；解得

（回代： 、 、  ✓）

㉒ A =x B

4x ​ +1 6x ​ +2 9x ​ =3 6 6x ​ −1 2x ​ =3 20 5x ​ −1 8x ​ +2 x ​ =3 10 A =x B

x ​2 A = ​ ​ ​ ​ ​

4
6
5

6
0

−8

9
−2
1

=B [6, 20, 10]T =x [x ​,x ​,x ​]1 2 3
T

=x [3, ​, −1]2
1 T 12 + 3 − 9 = 6 18 + 2 = 20 15 − 4 − 1 = 10

p.17 矩陣乘法 

題　設 、 ，求 。

解（列乘行，逐格）： ； ；
； ； ；

； ； ； ；
； ；  ⇒ 

㉓ AB

A = ​ ​ ​ ​

3
4

−6

5
0

−3

−1
2
2

B = ​ ​ ​ ​ ​

2
5
9

−2
0

−4

3
7
1

1
8
1

AB

C ​ =11 3(2) + 5(5) + (−1)(9) = 22 C ​ =12 3(−2) + 0 + (−1)(−4) = −2

C ​ =13 9 + 35 − 1 = 43 C ​ =14 3 + 40 − 1 = 42 C ​ =21 8 + 0 + 18 = 26 C ​ =22 −8 + 0 − 8 =
−16 C ​ =23 12 + 0 + 2 = 14 C ​ =24 4 + 0 + 2 = 6 C ​ =31 −12 − 15 + 18 = −9 C ​ =32 12 +

0 − 8 = 4 C ​ =33 −18 − 21 + 2 = −37 C ​ =34 −6 − 24 + 2 = −28 AB =

​ ​ ​ ​ ​ ​

22
26
−9

−2
−16

4

43
14

−37

42
6

−28

p.17 轉置

題　設 ，求轉置 。

解：列變行、行變列 ⇒ （  轉置後變 ：  搬到  的位置）

㉔

A = ​ ​ ​[
5
4

−8
0

1
0

] AT

A =T
​ ​ ​ ​

5
−8
1

4
0
0

2 × 3 3 × 2 a ​ =13 1 (3, 1)

p.18 二元方程組（列運算）
題　解方程組 、 （用列運算把增廣矩陣化簡）。

解：增廣矩陣 ； （把  消掉）⇒  ⇒ 

；代回  ⇒ 

㉕
2x ​ +1 5x ​ =2 2 −4x ​ +1 3x ​ =2 −30

​ ​[
2

−4
5
3

2
−30 ] R ​ +2 2R ​1 −4 ​ ​ ​[

2
0

5
13

2
−26 ] 13x ​ =2 −26 ⇒

x ​ =2 −2 2x ​ +1 5(−2) = 2 ⇒ 2x ​ =1 12 x ​ =1 6, x ​ =2 −2

p.18 電路三條方程式
題　雙迴路電路：左支路 80 V、右支路 90 V 電源，電阻 20Ω、25Ω、10Ω、15Ω；迴路電流記為

。寫出方程組並求解。
解： 、 ；交換得  在上 ⇒ 

 ⇒ ；回代 
；  ⇒ 

㉖

x ​,x ​,x ​1 2 3

R ​ −3 20R ​ =1 [0, 30, −20 ∣ 80] R ​ =4 [0, 10, 25 ∣ 90] [0, 10, 25 ∣ 90] R ​ −3

3R ​ =2 [0, 0, −95 ∣ −190] −95x ​ =3 −190 ⇒ x ​ =3 2 10x ​ +2 25(2) = 90 ⇒ 10x ​ =2 40 ⇒

x ​ =2 4 x ​ −1 4 + 2 = 0 ⇒ x ​ =1 2 (x ​,x ​,x ​) =1 2 3 (2, 4, 2)

p.19 無限多組解的情況
題　解方程組並判斷解的情形（4 個未知數、3 條方程式，小數係數；原稿以增廣矩陣給出）

解： 、 ；
得到整列 0（  是廢話，這條方程式沒提供新資訊）⇒ 4 個未知數只有 2 個獨立條件 ⇒ 無限多
組解（可自由選 2 個變數當參數）

㉗

​ ​ ​ ​ ​ ​ ​

3
0.6
1.2

2
1.5

−0.3

2
1.5

−0.3

−5
−5.4
2.4

8
2.7
2.1

R ​ −2 0.2R ​ =1 [0,  1.1,  1.1,  −4.4 ∣ 1.1] R ​ −3 0.4R ​ =1 [0,  −1.1,  −1.1,  4.4 ∣ −1.1] R ​ +3 R ​2

0 = 0

p.19 無解的情況
題　解方程組並判斷解的情形： 、 、 。
解：把  換到第一列（原稿先交換）⇒ 、  ⇒

 ⇒  矛盾 ⇒ 無解（方程組不一致，係數矩陣的秩  增廣矩陣的秩）

㉘
3x ​ +1 2x ​ +2 x ​ =3 3 2x ​ +1 x ​ +2 x ​ =3 0 6x ​ +1 2x ​ +2 4x ​ =3 6

R ​3 R ​ −2 ​R ​ =3
1

1 [0, ​, − ​ ∣3
1

3
1 −2] R ​ −3 ​R ​ =2

1
1 [0, 1, −1 ∣ 0]

3R ​ −2 R ​ =3 [0, 0, 0 ∣ −6] 0 = −6 =

p.20 求秩

題　求 （原稿把常數行一起列運算） ；作業： ，

求  與 。
解： 、 ；係數後兩列成  比例 ⇒ 只有 2
個獨立列 ⇒ （常數  與  不成比例 ⇒ 無解）。作業：第 2 列  第 1 列 ⇒
Rank 

㉙

RankA ​ ​ ​ ​ ​ ​

3
−6
21

0
42

−21

2
24
0

2
54
15

A = ​ ​ ​ ​ ​

1
2
0

2
4
1

3
6
1

RankA RankAT

R ​ +2 2R ​ =1 [0, 42, 28 ∣ 58] R ​ −3 7R ​ =1 [0, −21, −14 ∣ 1] − ​2
1

RankA = 2 58 −29 = 2×
= 2

p.21 3×3 行列式

題　求三階行列式 （用餘因子展開）。

解（沿第一列餘因子展開）：

 （第三項乘 0 不用算）

㉚

D = ​ ​ ​ ​ ​

1
2

−1

3
6
0

0
4
2

D = 1 ⋅ ​ ​ ​ ​ −
6
0

4
2

3 ⋅ ​ ​ ​ ​ +
2

−1
4
2

0 ⋅ (… ) = 1(12 − 0) − 3(4 + 4) +

0 = 12 − 24 = −12

p.22 克拉瑪公式解 ㉕
題　用克拉瑪公式解 ㉕ 那一組 、 （原稿先寫一般式 

、 ，再代數字）。

解： ； ；

 

㉛
2x ​ +1 5x ​ =2 2 −4x +1 3x ​ =2 −30 a ​x ​ +11 1

a ​x ​ =12 2 b ​1 a ​x +21 1 a ​x ​ =22 2 b ​2

detA = ​ ​ ​ ​ =2
−4

5
3 6 + 20 = 26 x ​ =1 ​ =

26

​ ​ ​ ​

2
−30

5
3

​ =
26

6 + 150
​ =

26
156

6 x ​ =2

​ =
26

​ ​ ​ ​

2
−4

2
−30

​

26
−60 + 8

= −2

p.23 反矩陣（Gauss–Jordan）

題　設 ，用  求 。

解：寫 ； 、 ；繼續用列運算把左半清

成 （右半同步做）⇒ （ ；驗算 

 ✓、  ✓）

㉜

A = ​ ​ ​ ​ ​

−1
3

−1

1
−1
3

2
1
4

[A ∣ I] → [I ∣ A ]−1 A−1

[A∣I] R ​ +2 3R ​ =1 [0, 2, 7 ∣ 3, 1, 0] R ​ −3 R ​ =1 [0, 2, 2 ∣ −1, 0, 1]

I A =−1
​ ​ ​ ​ ​

−0.7
−1.3
0.8

0.2
−0.2
0.2

0.3
0.7

−0.2
detA = 10 (AA ) ​ =−1

11 0.7 + 0.6 −

0.3 = 1 (AA ) ​ =−1
12 −0.7 − 0.2 + 0.9 = 0



工程數學 · 重點整理 ／ 全 23 頁公式，每條都附白話翻譯（棕）與易錯提醒（紅）

1 複數與四則運算 p.1

，即 ；  白話：  的意思是「把箭頭轉 90°」，所以  就是轉 180°＝變成負
號。

、  虛部是實數 ，不含 ；  叫純虛數、實部虛部都是實數。

乘法  白話：照多項式展開，遇到  就換成 。

除法 ，  白話：跟  有理化同一招——上下同乘分母的共軛，把分母的  消掉變

成實數。
共軛 ： 、 ； 、 　但 

2 極式與歐拉公式 p.2

； 、  白話：同一個點換一種說法——不講「往右多少、往上多
少」，改說「朝  方向走  步」。

；歐拉公式  白話：指數與角度能互相換算，這就是「極
式相乘＝角度相加」的來源（來自和角公式）。

＝全部角度（彼此差 ）； ＝主值，只取  題目問 arg 就要寫 。

四軸直接背： 、 、 、 　求 ：先算參考角，再看落在第幾象限決定加
多少。

3 乘除、棣美弗、方根 p.3

； ；  白話：長度相乘（除）、角度相加（減）。

棣美弗  白話：  次方＝角度放大  倍（所以  直接變 ）。

方根 ，  白話：開  次方有  個答案，因為「繞圈」也要算；它們
在半徑  的圓上等分（正  邊形）。 角度是 ，不是 

4 複變函數 p.4

， 、  白話：一個複數輸入  同時決定兩個實數（實部、虛
部），像把輸入平面上的點搬到輸出平面。

驗算方法：把  代進 ，答案要和直接把  代進  一樣（例題 ⑦ 就是這樣對出來的）。

5 向量 p.4–6

； （長度壓成 1）；

內積  白話：問「兩支箭有多像」——同向為正、垂直為零、反
向為負；結果是一個數。  垂直

外積 ，  白話：把  放桌上、  掃過去，  是「往上」那支

箭，長度＝兩向量張出的平行四邊形面積。 只有三維有外積；

位置向量 ； ＝切向量（方向＝前進方向、大小＝速率）；弧長 

 白話：把速率積分起來，就是走了多遠。

6 梯度與方向導數 p.7

；算子  白話：把  想成一座山的高度，  就是「往哪走最
陡」，它的長度＝那個最大坡度。

方向導數  白話：硬往  方向走的坡度；朝梯度方向走最大。 方

向向量一定要先單位化

 的曲面：  垂直曲面，  白話：沿等高線走高度不變（ ），所以梯

度必垂直等高線。 方向沒指定時  都要寫

7 散度、旋度、Laplacian p.8–9

散度 （純量） 白話：在這一點放一個小水龍頭——流出（正）是水源、吸入
（負）是排水孔、零＝不可壓縮。 每個分量只對自己的變數微分（  對 、  對 ）

旋度 （向量） 白話：放一個小風車，看它會不會被這股流轉起來；轉得越凶旋

度越大。  那一項有負號，最保險是先把三個分量公式抄在紙邊再逐格填

三個分量的展開式：

Laplacian  白話：每個方向各微分兩次再相加；名字的意思就是
「梯度的散度」。

、  白話：梯度場不會打轉（因為混合偏導數  成對抵消）——判
斷是不是保守場最快的工具。

8 線積分 p.10–11

 白話：沿著路走，把每一小步的「力 · 位

移」加起來＝總共做了多少功。

固定四步：①參數化  並寫出  範圍 ②把  裡的  全部換成  ③微分出  後內積 ④對  做定
積分。

保守場：     路徑無關；此時  白話：只看頭
尾，中間怎麼繞都一樣（像爬山只看起點與終點的高度差）。

線性性質： ；  白話：把長路徑切幾段，總功＝
各段相加。

常用積分技巧： （或 ）用半角公式 ；  令  代換。

9 格林定理 p.11

 白話：沿著邊界走一圈量到的總量，等於把界內每一小塊

的「小旋轉」全部加起來（繞操場一圈的風＝所有小旋風的總和）。

右邊括號就是  的  分量；  取逆時針為正向 順時針要變號

妙用： （用線積分算面積）；被積函數若  項互消，通常只剩常數×面積 例題 ⑱ 就

是這樣一眼看出 。

10 座標系與表面積分 p.12–13

柱座標 ： 、 、 ，  白話：換量尺要補「比例因子」
——越外圈，同樣角度走過的實際長度越長，所以要乘 。

球座標 ： 、 、 ，  忘掉 
是最常見的錯

球面參數式 （  繞一圈、  上下爬）；  檢查
法：代  得北極 、代  得赤道 。

曲面  的面積元素  白話：曲面是斜的，實際面積比投影大，根號就

是放大率（平面時根號 ）。

 白話：區域內「與鄰居的平均差」＝邊界上法線方向的變化量總和；

，取 、  套格林即可（例題 ⑲）。

11 高斯散度定理 p.14

 白話：想知道氣球裡有多少空氣在往外跑？不用鑽進去——在表面量

「往外流的總量」就好。

通量的座標形式 ；  朝外，  必須封閉

解題順序：題目給封閉曲面求通量 ⇒ ①先算散度（比算三個面快十倍）②再換座標 ③別忘了  的比
例因子。 不封閉就不能用，得老實算面積分或自己補蓋子

12 斯托克斯定理 p.15

 白話：想知道一片帆布上有多少小旋轉，不必整片檢查——沿著邊緣走

一圈就知道了。

 的繞向與  要符合右手定則 方向反了兩邊同時變號；格林定理是它在平面（ ）上的特例

對稱偷懶法： （區域對原點對稱時）——例題 ㉑ 的右邊因此只剩 
。

13 矩陣與線性方程組 p.16–19

元素 ： ＝第幾列、 ＝第幾行；乘法尺寸 ，中間的  要相同、乘完消失
；  要同 size；  每個元素都乘 。

矩陣乘法怎麼算： （  第  列）·（  第  行），對應相乘再相加 白話：橫的乘直的；先畫好答案
的空格（ ）再逐格填，才不會漏。

轉置 、 、 、 （順序要反）；  叫對
稱矩陣、  叫反對稱。

有名字的矩陣：對角（非對角線全 0）、上／下三角、純量（對角線同值）、單位 （矩陣界的 1，
）。

：把係數排成表（缺的項補 0）、常數併成增廣矩陣 ；三種列運算＝①互換兩列 ②某列
乘非零常數 ③某列加另一列的倍數——都不改變解 白話：就是國中的加減消去法，只是寫整齊一點。

解的判別：出現  非零的矛盾列 ⇒ 無解（不一致）；  ⇒ 唯一解（此時 ）；
 ⇒ 無限多組解（把多的未知數當自由參數） ＝化簡後的非零列數。

14 線性獨立與秩 p.20

 只有全  才成立 ⇒ 線性獨立 白話：每支箭都提供新方向；若有不全為零的解
就叫線性相關＝至少有一支是多餘的（別人的組合）。

Rank＝獨立列的最大個數＝獨立行的最大個數； ；全零矩陣 Rank
、非零矩陣 。

算法：列運算化成階梯型（左上往右下排），數留下幾個非零列。  ⇒ 無解。

15 行列式 p.21

： （主對角減副對角）； ： （固定第  列展開） 白

話：把一個方陣壓縮成一個數字。

Minor ＝刪掉第  列與第  行剩下的行列式；Cofactor  選 0 最多的那一列展
開；正負號用符號棋盤（左上為 ，像西洋棋交替）。

性質：兩列（行）相同或成比例 ⇒ ；轉置不變 ；公式（幾何）： ＝平行四邊
形面積、 ＝體積 所以  代表「被壓扁」＝向量線性相關。

解的數量：  ⇒ 唯一解；  ⇒ 無解或無限多組解 （不可能剛好兩組解）

16 克拉瑪公式 p.22

，  白話：每個未知數＝兩個行列式相除。分母永遠是同一個

，只有分子在換行——求哪個未知數，就把哪一行換成常數向量。

限制：方程式條數＝未知數個數；只問一個未知數時最快，  大時改列運算或反矩陣（計算量小得
多）。

17 反矩陣 p.22–23

；若存在則唯一；  singular（沒有反矩陣）； 、
 乘積的順序要反（跟轉置一樣）

求法  白話：右邊的  是拿來「記錄」你對  做了哪些運算的；左半變  的那一
刻，右半就是 。

 速解  主對角交換、副對角變號、除以行列式。

解方程組  算完一定要把  乘回去驗算是不是 

三大定理一句話
格林（平面） ：繞邊界走一圈＝界內小旋轉總和。　高斯（立體） ：封閉面通
量＝內部冒出量。　斯托克斯（曲面） ：邊界環流＝曲面旋度通量。
共同句型：把「微分的東西」在裡面加起來＝在邊界上看到的總量（微積分基本定理的立體版）。
格林是斯托克斯的平面特例。
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ĵ

​ − ​ −( ∂y
∂v ​3

∂z
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